Richard Feynman: un oggetto & simmetrico se gli posso fare qualcosa senza cambiarlo.

Ma cosa vuol dire “fare qualcosa” a un oggetto, cioé a una figura piana? In matematica, significa applicarle una
isometria che lascia invariata la figura stessa.

Una isometria piana e una funzione che associa ad ogni punto del piano un altro punto del piano in modo che le
distanze e gli angoli restano invarianti: in sostanza si tratta di un movimento rigido del piano stesso che lascia invariate
nella forma e nelle misure tutte le figure.

Traslazione t di vettore v: trasformazione che associa ad ogni
punto P del piano quel punto P’ tale che il vettore PP’ sia
equipollente a v (cioé abbia la stessa direzione, verso e intensita
div).

Rotazione p di centro O e angolo orientato a: trasformazione
che associa ad ogni punto P del piano quel punto P’ del piano tale
che:
- il segmento OP sia congruente al segmento OP’

I'angolo POP' sia congruente ad a.

P!

0.
Un caso particolare della rotazione € la simmetria centrale, che € una rotazione con a=180°=m.

Simmetria assiale o di asse a (detta anche riflessione):
trasformazione che associa ad ogni punto P del piano quel punto
P'tale che la retta a sia I'asse del segmento PP’.

Essa & la piu intuitiva simmetria ed e I'equivalente matematico della simmetria bilaterale, usata in arte. Questa
simmetria & particolare perché per applicarla dovrei idealmente uscire dal piano e quindi perdere l'orientamento della
figura
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Glissoriflessione: trasformazione che associa ad ogni punto
P del piano quel punto P’ che si ottiene eseguendo prima una
riflessione rispetto ad una retta e poi una traslazione
parallelamente a quella retta, o viceversa.

- Se attraverso una di queste trasformazioni il punto P’ coincide con P, allora P € detto punto unito.
In una generica simmetria assiale sono uniti tutti e soli i punti appartenenti alla retta data, mentre in una rotazione
I’'unico punto sicuramente unito & il centro di rotazione O.
La traslazione invece non ammette punti uniti.

- Le traslazioni e le rotazioni non alterano I'orientazione delle figure (tali trasformazioni sono dette pari o destrorse),

mentre le riflessioni e le glissoriflessioni alterano I'orientazione delle figure (tali trasformazioni sono dette dispari o
sinistrorse)

COMPOSIZIONE DI TRASFORMAZIONI

Nell'insieme delle trasformazioni si puo definire un’operazione, cioé una legge che associa a due trasformazioni
generiche T, e T, una terza trasformazione T,, per cui ad un generico punto P del piano si associa il punto P’ del piano
stesso ottenuto eseguendo successivamente le due trasformazioni assegnate.

Questa operazione e detta composizione di trasformazioni. La composizione tra T, e T, si indica con il simbolo T, ° T; e
si legge da destra verso sinistra: “T, composto T,”.

Un esempio di trasformazione composta € evidentemente la glissoriflessione, che & data dalla composizione di una
simmetria assiale o con una traslazione t di vettore v, con v parallelo ad a.

Assegnata una trasformazione T, si definisce trasformazione inversa T quella trasformazione per cui T°T1=id
(essendo id la trasformazione identita).

TEOREMA (di classificazione delle isometrie piane): le uniche isometrie piane sono traslazioni, rotazioni, riflessioni e
glissoriflessioni.

Tale teorema afferma di fatto che una qualsiasi isometria del piano & sempre la composizione di una delle quattro
isometrie precedenti.

Inoltre, dal teorema consegue che la composizione di rotazioni non potra mai essere una riflessione (dal momento che
la composizione di due trasformazioni pari € ancora una trasformazione pari), mentre con due riflessioni si puo
ottenere una rotazione o anche, come caso particolare, una traslazione.
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Ritornando alla definizione di Feynman di simmetria, cosa vuol dire che la figura non cambia?
Una figura F € simmetrica se esistono una o piu isometrie che lasciano invariata la figura stessa, cioé la figura & un
luogo unito rispetto a tali isometrie.

INSIEMI DI SIMMETRIA
L’insieme di simmetria S di una figura F e I'insieme di tutte e sole le trasformazioni che mandano F in sé stessa.

Ogni figura piana F ha un insieme di simmetria S, dal momento che vi € almeno la trasformazione identita che manda
la figura in se stessa.

A &

S= <id> S= <id, s> S= <id, r>

Osservazioni:
- seun’isometria appartiene all'insieme S anche la sua inversa € una trasformazione di S
- la composizione di due trasformazioni appartenenti ad S € anch’essa una trasformazione di S.

Se si considerano le due figure seguenti (un rettangolo ed una specie di banderuola)

-e

Linsieme delle isometrie che mutano in sé ciascuna di queste figure sono rispettivamente:

- S, (rettangolo), formato dall’identita, da una rotazione di 180° e da due simmetrie assiali

- S, (banderuola) formato dall’identita e da tre rotazioni di angoli rispettivamente di 90°, 180° e 270°.

Per entrambe le figure la “misura” delle simmetrie & uguale a 4, ma si percepisce subito che le figure non possono
essere considerate equivalenti per la loro simmetria: nella prima le isometrie non banali hanno periodo 2, nella
seconda hanno periodo 4. E inoltre, nel primo caso le due riflessioni invertono l'orientazione delle figure — come si
dice sono “sinistrorse” — mentre tutte le isometrie della seconda figura sono destrorse.

Questo significa che la simmetria di una figura non & “misurata” dal numero di isometrie che la lasciano inalterata.
Bisogna anche tener conto di come le isometrie si compongono, vale a dire dell’effetto che mostrano quando sono
eseguite una dopo l'altra, e della loro parita.

La simmetria viene misurata dalla struttura algebrica determinata dalla composizione delle isometrie, vale a dire dalla
struttura di “gruppo”.
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Linsieme di simmetria di una figura forma un gruppo rispetto all’operazione di composizione di trasformazioni, per cui
viene chiamato gruppo di simmetria.

Ovviamente ogni gruppo di simmetria di una figura piana € un gruppo di trasformazioni.
Vale anche il viceversa? Ovvero: ogni gruppo di isometrie piane é il gruppo di simmetria di qualche figura del piano?

La risposta & positiva: ogni gruppo di isometrie € un gruppo di simmetria; questo permette di “intuire” come ogni
gruppo (di oggetti di natura qualsiasi) si possa utilmente pensare come gruppo di simmetria di qualche oggetto (e
infatti la teoria dei gruppi € nata come gruppo di simmetria dell’'insieme delle radici di un’equazione algebrica).

Per sostenere con efficacia che “ogni gruppo é un gruppo di simmetria” risulta utile il cosiddetto “principio del
caleidoscopio”, anche se questo si rivolge e funziona propriamente solo per i gruppi discreti: I'idea & quella di
prendere una figura semplice e priva di simmetria (vale a dire tale che il suo gruppo di simmetria sia solo I'identita);
applicando a questa figura le isometrie di un dato gruppo G di isometrie, si considera la totalita delle orbite che
vengono descritte: la figura complessiva viene ovviamente portata in sé da tutte le trasformazioni del gruppo G — si
tratta di una figura che ammette G come gruppo di simmetria

Ad esempio considerando il seguente triangolo scaleno

se come gruppo di trasformazioni si considera quello se come gruppo di trasformazioni si considera quello
generato da due simmetrie assiali, la figura per cui generato da una rotazione di 90°, la figura per cui
tale gruppo & gruppo di simmetria é la seguente tale gruppo & gruppo di simmetria & la seguente
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TEORIA DEI GRUPPI

Un gruppo & una struttura algebrica (G,*) sull’insieme sostegno G, in cui * &€ un’operazione che soddisfa le seguenti
proprieta:

1. Uoperazione & interna all'insieme: V(a;b) EGXG 3Ilc€eGtalecheiaxb=c
2. Loperazione ammette un elemento neutro: VaeG 3Je€Gtaleche:axe=e*xa=a
3. Loperazione gode della proprieta associativa: Va,b,c€ G (axb)xc=ax(bxc)

4. Ogni elemento dell’insieme ha un inverso attraverso I'operazione: YVa € G 3!'b € G taleche: axb =b*xa =e.

inverso di un elemento a viene denominato generalmente con a1,

Se I'operazione soddisfa anche la proprieta commutativa allora G € detto gruppo abeliano.

Col simbolo |G| si denota l'ordine di G, ossia il numero di elementi del suo insieme sostegno.

Gruppo di permutazioni
Sia §,, I'insieme di tutte le permutazioni di n elementi.
Dal calcolo combinatorio si pud affermare che S,, possieden! =12 ----n elementi.

Ad esempio S5 e l'insieme formato da 3! = 6 elementi che si rappresentano nel seguente modo:

id=( 7 )=0@e) i L S
id|id a b ¢ d e
a=(; 5 p)=02 B
b=(§ i g)z(lgz) b|b id a d e c
elc d e W a b
CZG g §)=(1)(23) d|ld e ¢ b id a
d=(§ ; i)=(13)(2) ele ¢ d a2 b id
e:(é i §)=(12)(3) Tabella di composizione

- Per eseguire la composizione di due permutazioni si procede come nell’esempio seguente in cui si calcola la
composizionetraa = (123) ee = (12)(3):
I’1 tramite ava in 2 e il 2 tramite e va in 1 quindi 1 va in 1: (1)
il 2 tramite avain 3 el 3 tramite e va in 3 quindi 2 va in 3: (23) (questo significa di conseguenza chei3vain 1)
quindi (123) * (12)(3) = (1)(23) =¢

- Per determinare l'inversa di una permutazione basta leggerla da destra verso sinistra
ad esempio a1 =(123)"1=(321) =b
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In un gruppo (G,*) si possono definire le potenze con esponente intero; sia a un elemento di G e a™1 il suo inverso, si
definisce

-a% = id;

- per ogni numero naturale n si pone a™ = a
-a™ = (aHn

Si pud dimostrare che valgono le proprieta delle potenze conosciute in ambito della moltiplicazione nell’insieme dei
numeri naturali.

n-1, 4

La definizione di potenza permette di definire un sottoinsieme di G formata da tutte e sole le potenze ad esponente
intero relativo di un elemento x che si denomina < x >. Il numero di elementi di questo insieme si chiama periodo di
x e si denota con |x|.

Gruppi ciclici

Se in un gruppo (G,*) c’é un elemento x tale che < x >= ( allora il gruppo si dice ciclico e x si chiama generatore di G.

Esempi:
- (Z,+) & gruppo ciclico infinito, generato da 1, ma anche da-1. QuindiZ =< 1 > =< -1 >

- Classi di resto modulon
Sian > 1. Per ogni numero intero relativo x si definisce mod(x, n) il resto della divisione tra x e n.
SiaZ, =1{0,1,..,n—1}.

Si definisce in questo insieme la seguente operazione: 6|0 1 2 3 4 5

X 4+, y = mod(x + y,n)

cioe il resto della divisione di x + y pern.

(Zy, +3) € un gruppo ciclico abeliano

Tabella di
composizione in Z,

Tabella di composizione in Zg

In generale l'insieme Z,, € chiamato insieme di classi di resto modulo n, che si ottiene a partire dall’insieme dei

numeri interi relativi Z nel seguente modo:

- Si “raggruppano’ tutti i numeri interi che divisi per n ammettono lo stesso resto formando quindi dei
sottoinsiemi disgiunti di Z la cui unione e Z stesso (cioe formano una partizione di Z). Ognuno di questi
sottoinsiemi & chiamato classe di resto modulo n.

- Linsieme Z,, € I'insieme i cui elementi sono le classi di resto modulo n.

Per n = 12 si ha il gruppo dell’orologio: se ora sono le 10, che ora segnera I'orologio tra 5 ore? Segnera le 3 in quanto
10 +4, 5= mod(15,12) =3
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Sottogruppi

Se (G,*) € un gruppo, un sottogruppo € una struttura (H,*), dove H e un sottoinsieme di G, chiuso rispetto

all'operazione di G e contenente 1; (cioe I'elemento neutro di G) e I'inverso di ogni suo elemento. Si ha cosi che (H,*)

eungruppoely = 1;.

Esempi:

- Se si considera un elemento a di G, l'insieme < a > delle potenze di a costituisce un sottogruppo, detto
sottogruppo ciclico generato da a.

- Sesiconsidera S3, osservando la tabella delle composizioni si pud vedere che:

A = {id} (rosso) « |id|a b|ec d e
B = {id, a, b} (blu) id|id|a blc d e
sono dei sottogruppi di S3; in quanto la legge di ala b id|le ¢ d
composizione * € interna a tali insiemi. blb id ald e o
Se si considera I'ordine di tali insiemi si ha che: clc d e id a b
Al =1 d | d e c b id a
|B| =3 e e c d a b id

Questi numeri sono divisori di 6 che & I'ordine di S3. Non & un caso! Vale infatti il seguente

TEOREMA (di Lagrange): Per ogni sottogruppo H del gruppo G si ha che |H| divide |G|.
Il teorema afferma che la condizione necessaria affinché un sottoinsieme di un gruppo sia un suo sottogruppo é che
abbia ordine un divisore dell'ordine del gruppo. Tale condizione non e sufficiente: infatti, riferendosi all’'esempio
precedente, 'insieme C = {id, a} ha ordine 2 ma non & un sottogruppo di S5 in quanto la legge di composizione

non é interna a esso (perché a xa = b & C)

Alcune conseguenze del teorema di Lagrange sono le seguenti:
- inun gruppo finito G, il periodo di ogni suo elemento x (uguale all’ordine di < x >) divide I'ordine di G

- se G ha ordine un numero primo p, € necessariamente ciclico

Isomorfismi

Dati due gruppi (G,*) e (H,*), si chiama isomorfismo una funzione biunivoca f: G — H tale che per ogni coppia di
elementia,bdiGsihaf(aeb) = f(a) * f(b).

Di fatto i due gruppi differiscono solo per i simboli usati per rappresentare gli elementi. Questo significa per esempio
che se i due gruppi non hanno lo stesso ordine sicuramente non sono tra loro isomorfi.

Ma se avessero lo stesso ordine, ma un gruppo ha una proprieta che l'altro non possiede, non puo esserci
isomorfismo. Ad esempio S3 e Z¢ hanno lo stesso numero di elementi ma non sono isomorfi in quanto il primo non e

né abeliano né ciclico come il secondo.
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CLASSIFICAZIONE DEI GRUPPI DI SIMMETRIA PIANA

| gruppi di simmetria delle figure piane sono spesso “discreti”, nel senso che le orbite descritte dai punti del piano
sotto I'azione delle isometrie del gruppo non sono curve continue.

Se una figura non ha un punto unito rispetto ad ognuna delle sue simmetrie allora nel suo gruppo di simmetrie
presente almeno una traslazione e di conseguenza tutti i multipli di questa; e viceversa. Il gruppo di simmetria & quindi
un insieme infinito ma discreto.

FREGIO

La parola fregio indica una figura piana il cui gruppo di simmetria contiene delle traslazioni, ma solo traslazioni in
un’unica direzione e tutte multiple di una traslazione base. Nonostante la varieta dei fregi osservati, & possibile
dimostrare che vi possono essere solo sette tipologie diverse di fregi, mostrati nella tabella seguente:

wooor [JEEJEJE] EFFFF

ROTAZIONE (180°) ﬁ
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HEHHHTTT
FONDAZIONE
GROSSMAN
HEHH o

QUANDO LA RAGIONE SI FA SCUOLA



MOSAICO (o gruppo cristallografico del piano)
La parola mosaico indica una figura piana il cui gruppo di simmetria e discreto e contiene delle traslazioni, ma
non soltanto traslazioni in un’unica direzione, come per i fregi, bensi almeno in due direzioni diverse.
Si puo dimostrare che i possibili gruppi di simmetria per un mosaico sono 17:
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ROSONI

Si definisce rosone una figura piana che ammette come gruppo di simmetria un gruppo di isometrie del piano che
possono essere solamente rotazioni e riflessioni. Il gruppo si simmetria di un rosone € un gruppo di ordine finito. Vale il

seguente

TEOREMA (del punto fisso): un gruppo discreto di isometrie piane é finito se e solo se ammette almeno un punto fisso,
vale a dire un punto che viene trasformato in sé stesso da tutte le isometrie del gruppo.

Uno studio di questi gruppi si puo utilmente condurre attraverso la nozione di “insieme di generatori”, componendo i

quali si possono ottenere tutte le isometrie del gruppo. E facile mettere in evidenza il fatto che i gruppi di simmetria
dei poligoni regolari si possono generare solo con una rotazione ed una simmetria assiale.

| gruppi di simmetria dei rosoni si differenziano tra gruppi ciclici e gruppi diedrali

Gruppi ciclici

In un gruppo ciclico di simmetrie, sono presenti solo rotazioni.
Esso si indica con C,, dove n sta a indicare il numero di
rotazioni. Per questo l'ordine (ovvero il numero di elementi) di
Che n:|C,l=n

Un esempio di questa simmetria € un qualsiasi poligono

regolare uncinato.

Un gruppo ciclico e formato da n rotazioni p di angoli
a, =k -ﬂ, conk =1,23,..,n
, allora p; = py © py = pi,

p1 = p3, e cosi via. Questo significa che C,, & un
Co =1{p,p? ..,p" = i}; in

Se p; & la rotazione di angolo —
Pz =pP1°pr°
gruppo che ha come generatore p;:
generale si scrive che C, =< p >.

Trasformazione Figura Permutazione

P = psor (1234)

S
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o
b
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o
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P* = P (1432)
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r ; iz,
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7
;- A
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Jl“ B e .N(‘ A . ;
o P o’ p* p*=id
p P’ P’ pt=id P
o’ P’ pt=id p p’
23 p* =id P p? p?
Y=id | p p’ PP pt=id

Tabella delle composizioni di C,
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Gruppi diedrali

In un gruppo diedrale di simmetrie invece, sono presenti
rotazioni e simmetrie assiali, nello stesso numero. Esso si
indica D,,, con n che sta a indicare il numero di rotazioni e delle
simmetrie assiali.

Se una figura ammette come gruppo di simmetria un gruppo
diedrale D,,, allora e simmetrica per n rotazioni e per n
simmetrie, cioé ammette anche un sottogruppo ciclico di
simmetrie C;, € D,,.
Un gruppo diedrale D,, & il gruppo di simmetria di un poligono
regolare di n lati. In tale gruppo sono presenti:

360°

- nrotazioni p, diangolo a; =k -
- n simmetrie assiali g rispetto a n rette che appartengono al

fascio con sostegno il centro del poligono (che é il punto
180°

n

unito) che si susseguono separate da angoli di ampiezza
L'ordine di D,, & quindi il doppio di n: |D,,| = 2n.

Ogni rotazione appartenente a un gruppo diedrale di simmetrie pud essere vista come la potenza della rotazione di
angolo minimo, cioé py = p¥, essendo p = p;, con p; che & la rotazione di angolo minimo.

Per quanto riguarda la composizione di due simmetrie assiali, vale il seguente

TEOREMA (dei due ribaltamenti):

la composizione di due simmetrie assiali rispetto a due
rette incidenti equivale alla rotazione, intorno al loro punto
di intersezione, di angolo di ampiezza uguale al doppio
dell’angolo compreso tra i due assi; ovvero oo o, =

A e
Paza COna = aAb P

Come conseguenza del teorema si ha che:

gj o0y = pl?
Componendo entrambi i membri con gy si ha che (aj o 01) oo, =pi~loa.
Per proprieta associativa gj © (g1 © 0y) = pl~toag
Sapendo che o0; ° g; = i si pud dedurre che

o =ptea

Questo significa che ogni simmetria assiale si ottiene componendo una particolare simmetria assiale con una
rotazione.

Quindi per conoscere tutti gli elementi di un gruppo diedrale di simmetrie e sufficiente conoscere la rotazione di
angolo minimo e una simmetria assiale. Infatti a partire da questi due elementi si possono determinare tutte le altre
simmetrie della figura; in generale si dice che il gruppo diedrale D,, & generato dai suoi due elementi p e 0:

D, =<p,0>
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Trasformazione Figura Permutazione
4 1
P = P (1234
3 2
2= P (13)(24)
21
23
£ = P l (1432)
1 4
1 2
£* =i = pagy LENEN
4 3
2 |1
3 l (12)(34)
34
32
@ =pos, (13)2)(4)
4 1
4 3
7= ptem | (14)(23)
12
1 4
o =p' e, (L)24)(E)
2 3

p>=pop — (13)(24)
p’ =p?op e (1432)

0—2 = p og ¢ (13)(2)(4)

o3 =p?og e (14)(23)

g =pec o (HERHB)

Gruppo diedrale e gruppo di permutazioni

= (1)@

p — (1234

o — (12)(34).

Il sottogruppo di S, cercato & dunque

2 P IS I pt =id ay ay ay oy
P o* e*  pi=id P LA o o o3
2t o° pt=id 4 e* o3 oy L1 o2
2 pf=id P e* e* LA oy oy 7
pt=id o e* e*  pt=id 7 o: o3 o
oy 7] oy Ty a pt=1d e o et
az o3 L} L LF et p=id P e
a3 o a o o e? g pt=id P
ay A o o o P o gt pt=id

Tabella delle composizioni di D,

Si osserva che D, ammette come sottogruppo di ordine 4 I'insieme delle rotazioni, cioé I'insieme ciclico Cj.

Dalla tabella di sinistra si nota che & possibile associare ad ogni trasformazione dell’insieme D, una permutazione di
guattro oggetti, cioé un elemento di S;. Non vale il viceversa: non tutte le permutazioni di quattro oggetti
corrispondono ad una trasformazione dell’insieme di simmetria del quadrato. Cio € evidente dal fatto che I'ordine di
D, & 8, mentre quello di S, & 24. L'unica eccezione ¢ il caso di D3 che risulta essere isomorfo a S3.

Cid basta per concludere che D, € isomorfo a un sottogruppo proprio di S,. Come determinare tale sottoinsieme?

Per determinarlo & sufficiente sfruttare il fatto che D, & generato da p e da g, determinando le permutazioni che
corrispondono a tali permutazioni.

nella corrispondenza biunivoca F: D, <> D', sia che

Tali permutazioni determinano univocamente le immagini dei restanti elementi di D',:

D'y ={(1234),(13)(24), (1432), (D(2)(3)(4), (12)(34), (12)(2)(4), (14)(23), (1) (2H) (3)}
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IL GIOCO DEL 15

Il gioco del 15 fu introdotto tra il 1870 e il 1880 dal grande Samuel Loyd viene descritto da Loyd (1841 — 1911) e fece
rapidamente impazzire il mondo intero. Il gioco & formato da quindici tasselli numerati da 1 a 15 disposti in quattro
file da quattro con uno spazio libero. L'obiettivo fondamentale & quello di muovere i "mattoncini" in su, in git o di lato
in modo da ricomporre I'ordine giusto dei numeri partendo da una qualsiasi configurazione iniziale.

Il rompicapo é risolvibile ripercorrendo al contrario il procedimento con cui le caselle sono state spostate.
A titolo di esempio si propone il caso seguente:

Tale situazione & ottenibile a partire dalla griglia corretta mediante
1 2 3 4 questa sequenza di movimenti (dove ogni numero rappresenta il tassello
da spostare nello spazio vuoto): 15, 14, 13,9, 5,6, 7, 8, 12, 15.

6 v 8 12 La permutazione che la descrive & la seguente:

(123456789101112131415)
1 2 3 4 6 7 8 12 510 11 15 9 13 14

5 10|11 | 15

la cui inversa &

(3 3

456789101112131415)
4 9 56 7 13 10 11 8 14 15 12

9 |13 | 14

Questo significa che per risolvere il problema occorre fare i seguenti movimenti: 15, 12,8, 7, 6, 5, 9, 13, 14, 15.

1 2 3 A Nella versione originale di Loyd le tessere erano numerate da 1 a 15 ed
erano disposte in un ordine quasi corretto, solo che le ultime due
tessere, la 14 e la 15, erano trasposte tra loro (vedi figura a fianco). La

5 6 7 8 sfida era di rimetterle in ordine con lo spazio libero posto nell’angolo in
basso a destra della griglia. Samuel Loyd astutamente offri una
ricompensa di 1000 dollari (pari a ben di piu di 100.000 dollari odierni)

9 10 11 12 per la soluzione di questo rompicapo.

/

1315 | 14

Di fatto il gioco del quindici, da un punto di vista matematico, rappresenta un sottogruppo del gruppo di
permutazione di ordine 15. Qual é tale gruppo?

Una permutazione & detta pari se il numero di trasposizioni & pari, altrimenti € detta dispari. Nel gioco di Loyd, purché
si parta dall’'ordine corretto di tasselli e lo spazio vuoto si trovi in basso a destra, ogni situazione che e riconducibile a
quella iniziale & associata ad una permutazione pari, e viceversa. Questo significa che il sottogruppo cercato & quello
formato da tutte e sole le permutazioni pari.

Ritornando a Loyd, i suoi soldi erano al sicuro dal momento che il problema é irrisolvibile perché lo scambio delle
tessere 14 e 15 costituisce un’unica trasposizione, e quindi una permutazione dispari.
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GRUPPO DELL’'OROLOGIO

Se ora sono le 11, tra 4 ore che ore saranno? Saranno le 3. Dunque 11 + 4 = 3!
Tutti sanno bene che 11 + 4 = 15; che relazione c’é¢ dunque trail 15 e il 3?

ottiene 3: 15— 12 = 3.
Di fatto il 3 € il resto della divisione tra 15 e 12.

15 | 12
1

giro

Quindi 114,,= 3 in quanto mod(15,12) = 3.

PREVISIONI SUL CALENDARIO

L’orologio & quindi descritto dal gruppo (Z13, +12).

Se si osserva I'orologio, si vede che nel passaggio da 11 a 15 la lancetta delle ore ha
fatto un giro completo, arrivando a 3; se si toglie da 15 il giro completo, cioé 12, si

Questo significa che 15 e 3 appartengono alla stessa classe di resto dell’insieme Z4,.

Sisa cheil 1 gennaio 2017 era domenica. Che giorno della settimana sara il 6 dicembre di quest’anno?
Come nel caso precedente, la struttura algebrica che permette di risolvere il quesito & una classe di resto n; nello

specifico & il gruppo (Z-, +-), in quanto i giorni della settimana sono 7.

Numero di giorni

Mese
Il 6 dicembre & il 340™° giorno dell’anno perché:
Gennaio
30+28+314+30+314+30+31+314+30+31+4+30+6 =340
Febbraio
Siha: 340 7
Marzo
48
4 H Aprile
settimane P
Maggio
GIO"TO della Dom Lun Mar Mer Gio Ven Sab Giugno
settimana
Codice 1 2 3 4 5 6 7=0 tuglio
Agosto
Il 4 (resto della divisione) & associato come giorno della settimana al
mercoledi: dunque il 6 dicembre cadra di mercoledi. Settembre
Ottobre
E il 15 aprile che giorno della settimana era? 105 7
Era il 105™° giorno dell’anno; si ha che: Novembre
15
settimane Dicembre

Quindi il 15 aprile era sabato.
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Nato nel 1811 e morto a soli 21 anni, Evariste Galois & stato un geniale matematico che
ha rivoluzionato I'algebra astratta e lo studio delle simmetrie.

Durante i suoi studi chiede piu volte di essere ammesso all'Ecole Polytechnique,
prestigiosa universita di Parigi, ma litiga con la commissione esaminatrice e Ila sua
richiesta viene respinta.

Passa un intero anno in prigione, per ragioni politiche e a causa del suo carattere
irruento, e poco dopo viene ferito a morte in un duello di cui non si conoscono i motivi.
La notte prima, consapevole del rischio che correva, scrisse in poche ore diverse pagine
che sono la sintesi ordinata dei suoi studi e, sostanzialmente, il suo testamento
scientifico.

Y BN AN
In questi appunti egli risolve un problema con cui i matematici si cimentavano e del quale cercavano da tempo una
soluzione, ovvero come sia possibile risolvere una generica equazione algebrica di quinto grado (o di grado superiore)
mediante una formula che richieda I'utilizzo solo delle operazioni di addizione, moltiplicazione, divisione, elevamento
a potenza e estrazione di radice.

Galois compie un lavoro di astrazione del concetto di simmetria, che prima era limitato alle figure, per applicarlo alle
equazioni. Infatti, dal momento che esiste un gruppo di trasformazioni che caratterizza la simmetria di una figura, cosi
il matematico francese associa ad un’equazione un "insieme di simmetria" che mantiene invariate le sue
caratteristiche.

Queste caratteristiche erano gia da tempo note ai matematici, ossia che il polinomio associato all’equazione di grado
n éin relazione alle soluzioni ; (coni =1, 2, ..., n) dell’equazione secondo la seguente scomposizione:

" ax™ 1+ L ta, = (- a) (- ay) . (x — ay)

Utilizzando il principio di identita dei polinomi, & possibile determinare le seguenti relazioni che legano le soluzioni
dell’equazione con i coefficienti del polinomio:

a; = (=DM (ay+az + -+ ay)
-1 = ()" Nagaz + araz + -+ ap_qap)
an = (_1)n(a1a2 . Qp)

Galois associo alla generica equazione di grado n l'insieme formato da tutte le permutazioni delle n soluzioni che
lasciano invariate le suddette relazioni.

Tale insieme forma un gruppo, detto gruppo di Galois (coincidente con S,,), che rappresenta una sorta di "codice
genetico" dell’equazione.

Dallo studio di questo gruppo, utilizzando i concetti di sottogruppo e di gruppo normale (all’epoca non ancora
formalizzati!) Galois dimostro che un’equazione e risolvibile se il gruppo di Galois soddisfa certe proprieta. Ovvero, se
esso soddisfa la caratteristica che ogni fattore di composizione generato dai sottogruppi normali massimali & un
numero primo, allora il processo risolutivo dell’equazione pud essere suddiviso in fasi piu semplici ognuna delle quali
implica solo la soluzione di espressioni algebriche di grado inferiore.

Questo non accade nel caso di S; e per questo dimostra che le equazioni di quinto grado non hanno formula
risolutiva.
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